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1. INTRODUÇÃO

A correta avaliação de per-

das de protensão é uma 

etapa importante para o 

estudo do comportamento de ele-

mento fletido quando submetido a 

um conjunto de forças de protensão. 

Parte das perdas imediatas depen-

de da determinação da influência da 

acomodação ou recuo da ancora-

gem quando da cravação de cunhas 

na extremidade de vigas, lajes, ban-

cadas e pistas de protensão.

No sistema construtivo de pré-

-tração, em geral, não há perda por 

atrito pela ausência de bainhas, o tra-

çado de cabos de protensão é hori-

zontal e a distância entre cabeceiras 

de ancoragem é grande para atenuar 

o efeito de recuo do estiramento ini-

cial do cabo de protensão. O sistema 

construtivo de pós-tração, em geral, 

utiliza bainhas metálicas ou de polie-

tileno que podem conduzir a eleva-

das perdas imediatas de protensão, 

em razão da complexidade do perfil 

longitudinal do cabo de protensão 

acompanhando o andamento da so-

licitação de flexão simples em peças 

longas. Nestas condições, a impor-

tância da perda por acomodação da 

ancoragem quando da transferência 

da força de protensão é amplificada 

pela trajetória do cabo de protensão, 

composta por segmentos lineares e 

parabólicos, tanto no plano vertical 

quanto no plano horizontal, em razão 

do aumento de perdas por atrito en-

tre cabo e bainha.

Na prática profissional, a avalia-

ção de perdas imediatas de proten-

são é composta por três parcelas 

obtidas em etapas, a saber: a) por 

atrito; b) por acomodação da ancora-

gem; e c) por encurtamento imediato 

do concreto. Apesar da ocorrência 

simultânea dos três efeitos físicos, 

essas etapas são tratadas como in-

dependentes e sequenciais, por con-

duzirem a resultados adequados em 

obras usuais. A avaliação sequencial 

das perdas imediatas pode ser cons-

tatada pela confrontação direta entre 

os valores previstos teoricamente e 

os valores observados em campo do 

alongamento do cabo de protensão 

e da contraflecha, desde que tais 

efeitos sejam obtidos corretamente.

No caso da avaliação da perda 

por acomodação da ancoragem, 

Pfeil (1980), Schimd (1998), Pellegri-

no Neto e Cardoso (2015) e Cholfe 

e Bonilha (2018) reproduzem expres-

sões analíticas para situações par-

ticulares, com trajetória do cabo de 

protensão composta por um trecho 
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inicial parabólico e, eventualmente, 

com a presença de outro trecho ho-

rizontal. Na prática, tais expressões 

são úteis apenas para estimativa ini-

cial da perda por acomodação em 

razão da desconsideração do tra-

çado real utilizado para o perfil do 

cabo de protensão. Como alternativa 

às expressões analíticas, Carvalho 

(2017) sugere avaliar a perda por 

acomodação mediante uma cons-

trução gráfica iterativa considerando 

o traçado efetivo do cabo e que en-

volve um processo de aproximações 

sucessivas até a obtenção da solu-

ção mais próxima do problema em 

análise. No caso de lajes com pós-

-tração não aderente, Aalami (2014) 

considera a força de protensão com 

redução única e média ao longo de 

todo cabo, em virtude da pequena 

perda por atrito e da complexidade 

do perfil longitudinal do cabo.

Este artigo apresenta uma solu-

ção numérica para estimativa da per-

da por acomodação envolvendo uma 

função de interpolação aplicável a 

elementos protendidos, tanto curtos 

quanto longos, e com traçado qual-

quer do perfil longitudinal de cabo 

de protensão. A principal vantagem 

da solução numérica apresentada é 

a possibilidade de obtenção do re-

sultado desejado de modo simples e 

rápido para utilização em situações 

práticas reais.

2. DESENVOLVIMENTO
A fundamentação teórica do pro-

cesso numérico proposto envolve a 

revisão da avaliação da perda por 

atrito e da perda por acomodação de 

ancoragem de cabos estirados com 

o sistema construtivo de protensão 

por pós-tração. As mesmas condi-

ções podem ser generalizadas para 

o sistema de pré-tração, com as de-

vidas correções.

Por comodidade, neste artigo é 

utilizada a nomenclatura de cabo de 

protensão para descrever um ou vá-

rios fios ou cordoalhas de aço para 

protensão de mesma geometria. De 

mesma posição vertical e de mesma 

força inicial, agrupados ou não, e ca-

racterizando uma unidade indepen-

dente de protensão.

2.1  Características da perda 
  por atrito

A força de protensão Pini aplicada 

pelo atuador hidráulico (macaco de 

protensão) na extremidade de ancora-

gem ativa de um cabo apresenta re-

dução ou perda ao longo da trajetória 

do cabo. A força residual após a perda 

por atrito Px para determinada posição 

longitudinal x, medida pela projeção 

da trajetória em planta a partir da ex-

tremidade ativa, pode ser obtida pela 

Eq. 1, na qual é introduzida a perda 

relativa por atrito com o redutor de for-

ça gatr para obtenção da perda DPatr(x).

[1]

𝑃𝑥 = 𝑃𝑖𝑛𝑖− 𝛥𝑃𝑎𝑡𝑟(𝑥) = 1−𝛾𝑎𝑡𝑟 𝑃𝑖𝑛𝑖

O redutor gatr pode ser expresso 

pela relação teórica da Eq. 2, envol-

vendo o coeficiente de atrito aparen-

te µ entre cabo e bainha, segundo a 

somatória dos desvios angulares Sα 

e o coeficiente de perda por unidade 

de comprimento k relacionado com a 

ondulação parasita ou não intencio-

nal na montagem do cabo ao longo 

de sua trajetória.

[2]

𝛾𝑎𝑡𝑟 =
𝛥𝑃𝑎𝑡𝑟(𝑥)
𝑃𝑖𝑛𝑖

= 𝑒𝑥𝑝 −𝜇 𝛴𝛼+ 𝑘 𝑥

Tipicamente, os valores de µ e k 

são pequenos e podem ser estimados 

para a situação atual e corrente de 

pós-tração com cordoalhas aderen-

tes e bainhas metálicas como sendo  

µ = 0,2/rad e k = 1% rad/m, se-

gundo a recomendação de ABNT 

NBR 6118:2014. Para a situação de  

pós-tração com cordoalhas não ade-

rentes, o valor de µ é ainda menor e, 

para a situação de pré-tração, µ = 0. 

O desvio angular total Sα expresso 

em radianos depende das curvatu-

ras do cabo de protensão ao longo 

do perfil longitudinal e, na prática, 

para vigas isostáticas protendidas e 

cabos de protensão com trajetória 

composta por segmentos parabóli-

cos abatidos usuais, a quantidade 

Sα  varia entre 0,05 a 0,35 rad. A Eq. 

2 pode ser substituída por expansão 

de série de Maclaurin e simplificada 

apenas com o primeiro termo, pois o 

argumento da função exponencial é 

pequeno (Eq. 3).

[3]

𝛾𝑎𝑡𝑟 = 𝑒𝑥𝑝 −𝜇 𝛴𝛼+𝑘 𝑥 ≈ 1−𝜇 𝛴𝛼+ 𝑘 𝑥

Identificando as extremidades i e 

j de um segmento de cabo de mes-

ma curvatura (ou seja, com trecho 

parabólico ou linear) como dois pon-

tos notáveis, a conclusão obtida é 

que a função que representa a força 

de protensão Px pode ser assumida 

como sendo linear entre pontos no-

táveis consecutivos de um segmento 

de cabo de comprimento em proje-

ção horizontal c. Com essa simpli-

ficação e conhecidas as forças nos 

pontos notáveis Pi e Pj, a determina-

ção da força residual após as perdas 

por atrito é obtida com a Eq. 4, para 

qualquer posição intermediária x en-

tre dois pontos notáveis em função 
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da posição relativa ξ, medida ao lon-

go de um segmento de cabo em pro-

jeção horizontal, conforme a Eq. 5.

[4]

𝑃𝑥 = 𝑃𝑖 1−𝜉 + 𝑃𝑗 𝜉

[5]

𝜉 =
𝑥
𝑐

A Figura 1b ilustra o andamento 

do gráfico que representa a função 

Px da força de protensão após as 

perdas por atrito de uma certa viga 

ABCD esquematizada na Figura 1a, 

com ancoragens ativa em A e passi-

va em D para efeito de identificação 

das quantidades Px, x e c de um seg-

mento de cabo qualquer.

2.2 Avaliação da perda por
  acomodação de ancoragem

Após o término da operação de 

cravação de cunha metálica na extre-

midade ativa de um cabo de proten-

são, ocorre recuo ω do estiramento do 

cabo ocasionado pelo escorregamen-

to da cunha no interior da cavidade 

cônica do bloco de ancoragem. Com o 

sistema atual de ancoragem individual 

para cada fio ou cordoalha, esse recuo 

é estimado como sendo de cerca de 

6mm. Esse recuo também já foi esti-

mado como sendo de cerca de 12 mm 

para o sistema original de Freyssinet, o 

qual utilizava uma única cunha central 

para um conjunto de até 12 cordoa-

lhas, como descrito por Pfeil (1980). 

Uma variante do sistema de ancora-

gem é a fixação de barras roscadas de 

aço de protensão, fixadas utilizando 

porcas e contraporcas e cujo recuo 

da ancoragem é estimado atualmente 

como sendo de cerca 3 mm.

O efeito da redução do estira-

mento do cabo em cada extremida-

de ativa provoca redução da força de 

protensão instalada, pois implica re-

dução da deformação Dε no aço de 

protensão em função da acomoda-

ção ω e da distância L, medida entre 

as ancoragens nas extremidades de 

um cabo e avaliada pela Eq. 6.

[6]

𝛥𝜀 =
𝜔
𝐿

Para o caso de pré-tração, a per-

da de protensão por acomodação 

da ancoragem DPacom é constante 

em todo cabo e pode ser avaliada 

através da aplicação direta da Lei de 

Hooke (Eq. 7).

[7]

𝛥𝑃𝑎𝑐𝑜𝑚 = 𝛥𝜎𝑃  𝐴𝑃 = 𝐸𝑃 𝛥𝜀 𝐴𝑃 = 𝐸𝑃 𝐴𝑃
𝜔
𝐿

Onde: Dsp é a redução da tensão no 

aço, Ap é a área de aço de um cabo; 

Ep é o módulo de elasticidade apa-

rente do aço de protensão.

No caso da pós-tração, a per-

da de protensão por acomodação 

também deve considerar a quan-

tidade de energia de deformação 

total perdida Ω no trabalho realiza-

do pela força de protensão quando 

da acomodação ω, pois o cabo em 

contato com a bainha apresenta 

perda por atrito, agora em sentido 

oposto ao atrito devido ao estira-

mento inicial. Sendo conhecido o 

recuo ω, a energia de deformação 

perdida Ω em certo comprimento 

é avaliada como sendo dada pela 

Eq. 8.

[8]

𝛺 = 𝐸𝑃  𝐴𝑃  𝜔

A Figura 2a ilustra trecho do grá-

fico de força de protensão após a 

perda por acomodação da ancora-

gem ativa no ponto notável de extre-

midade A. Admitindo variação linear 

da força de protensão em segmento 

de curvatura constante, pode ha-

ver posição intermediária S na qual 

o efeito da perda por atrito durante 

o recuo do cabo deixa de promover 

efeitos físicos significativos. A distân-

cia s entre a extremidade ativa e essa 

posição intermediária é normalmen-

te identificada por comprimento de 

u Figura 1
 a) Esquema de perfil de cabo de protensão de viga com pontos notáveis ABCD;

 b) Gráfico de força de protensão após perdas por atrito
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bloqueio e interessa conhecer essa 

posição para avaliar a força residual 

em todas as posições longitudinais 

de um cabo. 

Como a perda por atrito no com-

primento de bloqueio segue variação 

aproximadamente linear e de mesma 

declividade daquela correspondente 

à perda por atrito indicada na sim-

plificação da Eq. 3, a força de pro-

tensão PA na extremidade ativa A 

deve ser reduzida para o valor PAS da 

quantidade DPacom, correspondente à 

perda por acomodação na extremi-

dade A, conforme Eq. 9.

[9]

𝑃𝐴𝑆 = 𝑃𝐴 −𝛥𝑃𝑎𝑐𝑜𝑚

O triângulo PA-PAS-PS ilustrado na 

Figura 2a é isósceles e espelhado em 

relação à força PS , em razão da va-

riação linear, e sua área representa 

a energia total de deformação Ω, a 

qual é obtida integrando a função de 

força Px com a posição x no trecho 

de comprimento de bloqueio s em 

conformidade com o detalhe da Fi-

gura 2b, conforme Eq. 10.

[10]

1
2𝛺 = � 1

2 𝑃𝑥−𝑃𝑆  𝑑𝑥
𝑠

0

2.3 Função de interpolação
  proposta

Para cada segmento de cabo pode 

ser admitido que a energia Ω é obtida 

pela área formada por retas rebatidas 

do gráfico de Força – Distância e a 

posição de bloqueio s está localiza-

da no segmento no qual é atendida a 

condição expressa na Eq. 11.

[11]

𝛺𝑗−1,𝑗 ≥ 𝛺

A pesquisa da posição de blo-

queio é ilustrada na Figura 3 para a 

situação de cabo com três segmen-

tos. Caso a área  ΩAB  seja superior à 

energia Ω, então o bloqueio está no 

segmento AB. Caso a área  ΩAC  seja 

superior à energia Ω, então o blo-

queio está no segmento BC, e assim 

sucessivamente.

Conhecido o segmento i que con-

tém a posição de bloqueio, a posição 

relativa ξs pode ser obtida com boa 

precisão através de uma função de 

interpolação não linear ilustrada na 

Figura 4, pois a energia de deforma-

ção depende do quadrado das dis-

tâncias, segundo Eq. 12.

[12]

𝜉𝑠 =
𝑠
𝑐𝑖

=
𝛺� − 𝛺𝑗−1

�

𝛺𝑗� − 𝛺𝑗−1
�

Onde: Ωj é área do gráfico até a 

extremidade do segmento conside-

rado e Ωj-1 é a área do gráfico até a  

u Figura 2
 a) Gráfico de força de protensão após perda por acomodação;

 b) Detalhe de integração de força de protensão em posição intermediária

u Figura 3
 a) Bloqueio no segmento AB; b) Bloqueio no segmento BC
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extremidade do segmento an-

terior. Caso o bloqueio este-

ja no primeiro segmento, en-

tão deve ser imposto Ωj-1 = 0.  

A Eq. (12) coincide numericamente 

com a expressão analítica clássica 

de bloqueio no primeiro trecho pa-

rabólico ou no segundo trecho hori-

zontal seguinte.

Se é desejável conhecer a posição 

de bloqueio sG em relação à extremi-

dade ativa, basta totalizar os compri-

mentos de segmentos anteriores ao 

bloqueio e somar a distância parcial 

s. Para casos usuais de cabo curto 

(pós-tração aderente), de cabo com 

pouco atrito (pós-tração não ade-

rente) ou de cabo com simetria de 

ancoragens ativas nas duas extremi-

dades, é possível que a posição de 

bloqueio não seja encontrada apenas 

com a Eq. 11. Esse caso é ilustrado 

na Figura 5 para certo cabo simétrico 

na posição central C, cuja energia de 

deformação para ser alcançada exige 

a área adicional DΩ. A forma geomé-

trica da área adicional no gráfico de 

força de protensão é a de uma figura 

composta por segmentos de parale-

logramo e é determinada pela Eq. 13.

[13]

𝛺 = 𝛺𝑗 + 𝛥𝛺   →  𝛥𝛺 = 𝛺 − 𝛺𝑗

Conhecida a área adicional DΩ, 

as forças residuais em todos pon-

tos notáveis devem ser reduzidas da 

quantidade DPS, independentemente 

do número de segmentos de cabo 

em razão do espelhamento do grá-

fico de força de protensão, segundo 

Eq. 14. 

[14]

𝛥𝛺 = 𝛥𝑃𝑆 𝛴𝑐𝑖  →  𝛥𝑃𝑆=
𝛺 − 𝛺𝑗
𝛴𝑐𝑖

2.4 Procedimento numérico
  proposto

Este artigo propõe que a pesqui-

sa da posição de bloqueio devido às 

perdas por acomodação de ancora-

gem seja realizada com o seguinte 

roteiro: a) identificação de pontos 

notáveis de segmentos de cabo; b) 

construção de tabela identificando 

as forças residuais após a perda 

por atrito nas extremidades de cada 

segmento; c) construção de tabe-

la identificando a área Ωj admitindo 

que o bloqueio está na extremidade 

de cada segmento; d) identificação 

do segmento de cabo que contém a 

posição de bloqueio; e) identificação 

de eventual área adicional DΩ para 

atendimento da energia de deforma-

ção total Ω; f) obtenção da posição 

relativa de bloqueio ξs com a função 

de interpolação proposta; g) identifi-

cação da força de protensão PS na 

posição de bloqueio; h) redução da 

força de protensão da quantidade 

DPacom pelo espelhamento do gráfico 

de força desde a extremidade ativa 

até a posição de bloqueio; i) eventual 

redução adicional da força de pro-

tensão da quantidade DPS. 

3. EXEMPLOS DE APLICAÇÃO
Para ilustração do procedimento 

numérico, é admitida viga isostática e 

simétrica com pós-tração aderente, 

trajetória de cabo de protensão de seg-

mentos ABCDE, simétrico em relação 

ao ponto notável C, com bainha metá-

lica, 15 cordoalhas de aço CP-190 RB 

(Ep =200 GPa) de diâmetro nominal 

de 12,7 mm e área nominal Ap=15,15 

cm2 e força de protensão Pini=2.000 kN 

no cabo com extremidades ativas A e 

E. Impondo que o segmento AB seja  

u Figura 4
 Variação da energia de

 deformação e notação para

 obtenção da posição relativa 

 de bloqueio ξs

u Figura 5
 Avaliação da área adicional quando a posição de bloqueio ultrapassa o meio 

 do vão de viga simétrica com cabo curto
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parabólico de projeção horizontal 20 m 

e que o segmento BC seja horizontal de 

comprimento 4 m, pode ser construída 

a Tabela 1 com as forças de protensão 

nas extremidades de cada segmento 

após as perdas por atrito.

3.1  Exemplo 1

Impondo acomodação de an-

coragem de cunhas individuais com  

ω = 6 mm, a energia de deformação per-

dida no recuo elástico é dada pela Eq. 15.

[15]

𝛺 = 𝐸𝑃  𝐴𝑃  𝜔 = 1.818 kN.m

Como é utilizada a hipótese de va-

riação linear da força de protensão em 

cada segmento, para construção da 

Tabela 2 a área Ωj pode ser obtida pela 

Eq. 16.

[16]

𝛺𝑗 = 2� 𝑐𝑖
𝑃𝑖−1 + 𝑃𝑖

2 − 𝑃𝑗

𝑗

𝑖=1

= � 𝑐𝑖 𝑃𝑖−1 +𝑃𝑖 − 2 𝑃𝑗

𝑗

𝑖=1

Como observado na última coluna da 

Tabela 2, o bloqueio está no segmento 

AB, pois é atendida a condição da Eq. 

11 e a posição relativa de bloqueio fica 

determinada com a Eq. (12), a qual é ava-

liada numericamente pela Eq. 17.

[17]

𝜉𝑠 =
1.818
3.443

�
= 0,727

Conhecida a posição relativa, a for-

ça no cabo no fim da posição de blo-

queio é dada pela Eq. 18.

[18]

𝑃𝑆 = 𝑃𝑖 1−𝜉𝑠 +𝑃𝑗 𝜉𝑠 = 1.874,9 𝑘𝑁

A força após a acomodação na 

posição da ancoragem A é reduzida 

da quantidade DPA obtida por meio 

da Eq. 19.

[19]

𝑃𝐴𝑆 = 𝑃𝐴 −𝛥𝑃𝐴 = 2𝑃𝑆− 𝑃𝐴 = 1.749,8 𝑘𝑁

3.2 Exemplo 2

Adotando acomodação de ancora-

gem ω = 12 mm, a energia de deforma-

ção é o dobro da obtida no Exemplo 

1 e resulta em Ω = 3.636 kN.m. Com-

parando com a Tabela 2, a posição de 

bloqueio está no segmento BC e pode 

ser avaliada com a Eq. 12 e dada pela 

Eq. 20.

[20]

𝜉𝑠 =
𝛺� − 𝛺𝑗−1

�

𝛺𝑗� − 𝛺𝑗−1
� =

3.636� − 3.443�

4.084� − 3.443� = 0,310

Estimada a posição de bloqueio, 

a força correspondente a esta posi-

ção S fica determinada, bem como 

as forças nas posições A e B, pela 

Eq. 21.

[21]

𝑃𝑆 = 𝑃𝐵 1− 𝜉𝑠 + 𝑃𝐶 𝜉𝑠 = 1.827,9
× 1−0,310 + 1.813,3 × 0,310 = 1.823,4 𝑘𝑁
𝑃𝐴𝑆 = 2 𝑃𝑆− 𝑃𝐴 = 2 × 1.823,4
−2.000,0 = 1.646,7 𝑘𝑁
𝑃𝐵𝑆 = 2 𝑃𝑆− 𝑃𝐵 = 2 × 1.823,4
−1.827,9 = 1.818,8 𝑘𝑁

3.3 Exemplo 3

Para uma hipotética acomodação 

de ancoragem ω = 18 mm, a energia 

de deformação é o triplo da obtida no 

Exemplo 1 e resulta em Ω = 5.454 kN.m. 

Com a Tabela 2, é constatado que Ω é 

maior do que Ωj para o segmento BC. 

Nesse caso particular, a simetria obriga 

que a posição de bloqueio deve ocorrer 

na seção central da viga. A solução do 

problema exige a consideração de área 

adicional DΩ =1.370 kN.m e a altura 

do paralelogramo é conhecida com a  

Eq. 14 e resulta em na Eq. 22.

[22]

𝛥𝑃𝑆 =
𝛺 −𝛺𝑗
𝛴𝑐𝑖

=
5.454− 4.084

24 = 57,1 kN

A força no cabo após a acomoda-

ção de ancoragem fica reduzida em re-

lação ao Exemplo 2 na seção central e 

em todas as posições anteriores, con-

forme Eq. 23.

[23]

𝑃𝐶𝑆 = 𝑃𝐶 − 𝛥𝑃𝑆= 1.813,3− 57,1 = 1.761,3 kN
𝑃𝐴𝑆 = 2 𝑃𝐶 − 𝑃𝐴− 𝛥𝑃𝑆 = 2 × 1.813,3
−2.000,0−57,1 = 1.569,5 kN
𝑃𝐵𝑆 = 2 𝑃𝐶 −𝑃𝐵 −𝛥𝑃𝑆 = 2 × 1.813,3
−1.827,9− 57,1 = 1.741,6 kN

u  Tabela 1 – Força de protensão após perdas por atrito em cada extremidade 
 de segmento

Segmento ci (m) Pi (kN) Pj (kN)

AB 20,0 2.000,0 1.827,9

CD  4,0 1.827,9 1.813,3

u  Tabela 2 – Área do gráfico de força  Ωj  admitindo bloqueio na extremidade 
 de segmento

Segmento ci (m) Sci (m) Pj (kN) Ωj (kN.m)

AB 20,0 20,0 1.827,9 3.443

CD  4,0 24,0 1.813,3 4.084
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4. CONCLUSÕES
O procedimento numérico proposto 

é prático e bastante simples de ser apli-

cado para situações mais complexas do 

que aquelas indicadas nos Exemplos de 

Aplicação. De fato, a trajetória de cabos 

de protensão de vigas e de lajes usuais 

exige segmento inicial linear e pode haver 

diversos outros segmentos parabólicos e 

lineares em qualquer ordem. Para esses 

casos, a posição de bloqueio não pode 

ser estimada com precisão adequada 

com a abordagem analítica clássica.

O caso de lajes com pós-tração 

não aderente fica facilmente resolvido 

com o procedimento proposto, sem a 

necessidade de assumir a simplificação 

de gráfico de força de protensão com 

declividade média e constante ao longo 

do perfil longitudinal.

A função de interpolação proposta 

para obtenção da posição de bloqueio 

S intermediária entre dois pontos no-

táveis consecutivos é simples de ser 

utilizada, principalmente se houver a 

confecção de tabelas organizadas se-

gundo os Exemplos de Aplicação. 
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